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Herleitung der ersten Approximation der 
Theorie elastischer Schalen 
Von W. Zerna 
(Eingegangen am 14. 2. 1967) 
Übe r s ich t: Für die Theorie elastischer Schalen wird das Problem der ersten Approximation 
behandelt und gezeigt, wie diese systematisch abgeleitet werden kann, ohne Gebrauch ZU 
machen von den üblichen unbefriedigenden Annahmen. 
S U 1n m ar y: For the theory 01 elastic shells the prob/ern of the first approximal'ion .is treated and 
shawn, how to derive it systematically withaut the usnalunsatis/actory assumptwns. 
Seit A. E. H. Love in seinem yor mehr als einem halben .I,thrhundert erschi~­
nenen Buch [1] die sogenannte erste und zweite Approximation in die Theor~e 
elastischer Schalen eingeführt hat, haben die AU8einander~etzungen über d~e 
Bedeutung dieser Näherungen und ihr Einfluß auf die Schalengleichungen kem 
Ende gefunden. Die Anzahl der Arbeiten, die sich mit der Aufstellung mehr oder 
weniger systematischer Schalentheorien befassen und die Annahmen und ~ähe­
rungen diskutieren, ist fast unübersehbarl). Insbesondere ist immer wle~er 
\~ersucht worden, die üblicherweise eingeführten Annahmen besser zu begrun-
den. So sind Betrachtungen über die Größenordnung einzelner Ausdrücke an-
gestellt worden, um Rechtfertigungen für gewisse Vernachlässigungen :l.U finden 
(-t]. Andere Autoren [3] sind ausgehend von der dreidimensionalen Elastizitäts-
theorie mit Hilfe ,"on asymptotischen Reihenentwicklungen zu systematisc?en 
~~äherungen yorgedrungen. Dieser vielversprechende Weg erfordert allerdlllgs 
einen erheblichen Aufwand und enthält zum Teil nicht leicht einzusehende 
Voraussetzungen, da mit "gewogenen" Größen gearbeitet wird und die Wahl 
der "Gewichte·' manchmal etwas willkürlich erscheint. 
Welcher Weg auch immer beschritten wird, es scheint festzustehen, daß sich 
jede Art von Schalen theorie mit einer Näherung zufrieden geben muß, die ~Is 
er~te Approximation anzusprechen ist. Zwar lassen sich ziemlich allgemellle 
Theorien aufstellen (5J, sie haben aber keinerlei Bedeutung für praktische Auf-
garwll, da die mathemati~chen Schwierigkeiten ins unermeßliche wachsen. 
Wie die :;;chalengleichungen für eine erste Approximation auszusehen haben, 
"teht inz\d,;chen zweifelsfrei fest. Es fehlt jedoch ihre übersichtliche Herleitung, 
(hp ohne fragwürdige Annahmen auskommt. Diesem ~Iangel soll mit der .... or-
liegenrlpn _'uheit abgpholfen werden. 
Wie heut:' allgemein üblich hei derartigen Betrachtungen, wird die Tensor-
'l'hrpIl)wPl~e In der \-on Ricci angegebenen Form henutzt. Die Bezeichnungen 
1) Tlil' unter [2] und (:1] genannten Arbeiten in der Literaturübersicht enthalten umfang-
fI'idw tSehrifttumverzeichnisse. 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00046165
Herleitung der ersten Approximation der Theorie elastischer Schalen 53 
stimmen im wesentlichen überein mit denen im Buch von Green und Zerna [6], 
an das sich die Arbeit auch sonst eng anschließt. 
Lateinische Buchstaben als Indizes durchlaufen die Ziffern 1, 2, 3. Griechische 
Buchstaben als Indizes durchlaufen die Ziffern 1,2. Über doppelt auftretende 
gleiche Indizes ist zu summieren. Das Kronecker Delta 0'ß bedeutet : b~ = b~ = 1, 
b~ = b~ = o. 
1. Geometrische Beziehungen 
Der Ortsvektor der Mittelfläche einer Schale sei mit Lr bezeichnetl), worinr 
eine dimensionslose Vektorgröße und L eine charakteristische Längenabmes-
sung angibt. Werden die Punkte der Mittelfläche durch allgemeine krummlinige 
Koordinaten Xl und X2 bestimmt, so gilt: 
r = r(xl, X2). v (1.1) 
Der zur ~nttelfläche normal gerichtete Einheitsvektor (Normalvektor) werde 
durch a gekennzeichnet. Der in seiner Richtung gemessene Abstand eines 
Punktes von der :NIittelfläche sei z, so daß z = 0 die ~littelfläche ergibt. Es wird 
vorausgesetzt, daß die Schalendicke t unveränderlich ist. Die Koordinate z liegt 
in dem Intervall 
t t 
--szs+-. J 
:2 - - 2 (1.2) 
Die beiden durch (1.2) beschriebenen begrenzenden Flächen des Schalenkörpers 
stellen die Schalenlaibungen dar. 
Der Ortsvektor Reines Schalenpunktes läßt sich durch 
R = Lr + za J (1.3) 
darstellen (Abb. 1). 
AbI>. 1. Zur Geometrie der Schale 
1) Die symbolische Schreibweise von Vektoren wird durch halbfette Kursivbuchstaben 
angezeigt. 
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Es ist zweckmäßig, dimensionslose Koordinaten einzuführen. Es wird deshalb 
gesetzt: 
(1.4) 
Die in (1.4) eingeführten konstanten Größen LI, L 2 und die bereits früher er-
wähnte charakteristische Länge L sollen so gewählt werden, daß die Absolut-
beträge von allen auf r bezogenen geometrischen Größen höchstens die Größe 
Eins annehmen. Es ist leicht einzusehen, daß dies immer gelingt, 
Der Ortsvektor (1.3) eines Schalenpunktes nimmt mit (1.4) die Form 
R = L[r(el , ( 2 ) + Aea(el , ( 2 )] (1.5) 
an, worin 
eine dimensionslose Konstante ist, 
Der mit (1.1) definierten Fläche 
sind zugeordnet: 
Basisvektoren 
:\Iaßtensor a(Xß = a(X'aß, ~ 
Krümmungstensor b(Xß = -a,,-a, ß' 
Es bedeutet 
o( ) o( ) 
( ), a = oe" ' ( ), 3 = ae ' 
(1.6) 
Die km-.arianten Basisvektoren des durch (1.5) bestimmten Schalenraumes er-
geben SIch zu 
worin 
9(Z=R'ci=L/1~aQ' } 
93 = R, 3 = ALu, 
/1; = b; - Aeb;, 
Die Komponenten des :\Iaßtensors des Schulenraumes betragen 
g7.ß = 9,,'9ß = L2 C:zß, 
g:z3 = 9,,'93 = 0, 
mit 
g33 = 93-93 = }.2L2, 
rap = ,U~/1l1ß = a(XfI' - 2;'8b ,+ A282b).b 
. . ., aß > ß i\a' 
worm m l berein6timmung mit (1.8) 
/lAß = a Aß - i.ebi\ß> 
(1.7) 
(1.8) 
(1.9) 
(1.10) 
(1.11) 
(1.12) 
(1.13) 
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Werden die Determinanten 
a = laaßI, g = Igapl 
eingeführt, gilt die Beziehung 
h = V~ = AL3h* 
mit 
h* = 1 - 2AeH + ).2g2K. 
Darin bezeichnen 
2H = bi = mittlere Krümmung, 
K = b~ b! - b~ b;= Gaußsche Krümmung. 
(1.14) 
(1.15) 
Schließlich wird zum späteren Gebrauch noch der e-Tensor eap bzw. eaß ange-
geben: 
e
ll 
= e
22 
= ell ~ e22 = 0, ) 
1 ;- (1.16) e 2 = -e21 = Va' el2 = -e21 = ~'a . 
2. Gleichgewichtsbedingungen am Volumenelement (dreidimensional) 
Die an einer Koordinatenfläche ei = const. (i = 1,2,3) wirkenden Spannun-
gen lassen sich durch den Spannungsvektor 
t; vgu = TikYk (2.1) 
darstellen, worin Tik den (dreidimensionalen) Spannungstensor a,ngibt. Mit 
(Li) und (1.8) geht (2.1) über in 
ti "(gU= L {f1~ rietae + .hi3a}. 
Es wird nun die Vektorgröße 
Ti = Vggii ti 
eingeführt, die mit (Li), (1.14) und (2.2) wie folgt geschrieben IdreI 
Darin ist 
Tc< = L V~ {a"gag + lax3 a}, 
T3 = L Va {aaeag -+- la33 a}. 
aill = hp;'ri:Z 
a33 = h T 33 . 
Aus der Symmetrie des Spannungstensors folgt 
(2.2) 
(2.3) 
(2.4) 
(2.5) 
(2.6) 
(2.i) 
a3e = p~aÄ3 (2.S) 
eAßP~aaß == e;.pai.P - Ae ei.ßb~a:tß = O. (2.n) 
Es ist zweckmäßig, den unsymmetrischen Tensor ~ß aufzuspalten in seinen 
symmetrischen Teil 
(2.10) 
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und seinen antimetrischen Teil 
(2.11) 
so daß 
aaß = a(aß) + a[ap]. (2.12) 
Dies in (2.9) berücksichtigt liefert 
a("-p) =} (aaß - aß"') = ie {a)..cb~ - a).ab1}. (2.13) 
Mit Hilfe von (2.4) und (2.5) lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen an 
einem aus der Schale herausgeschnittenen Volumenelement durch die vekto-
rielle Beziehung 
Ta,a + T3.3 = 0 
ausdrücken, die der Komponentendarstellung 
(2.14) 
a"-Q \" - Ab~a"3 + 0'39 13 = 0, (2.15) 
bvaaag + Aaa31a + A0'3313 = 0 (2.16) 
entspricht (senkrechte Striche zeigen kovariante Differentiation hezüglich der 
Koordinaten an). 
3_ Schnittgrößen 
Die üher die Koordinatenflächen e a = const. verteilten Spannungen werden zu 
Schnittgrößen (Spannungsresultierenden ) zusammengefaßt. Es werden folgende 
Größen eingeführt: 
1 
'"'-
. " 
n"ß = J ~".c de, 
1 
2 
+~ 
o 
maß = Je J~"ß e de, 
I 
I 
+-:;-
q:>. =). J~"3 de, 
I 
-"} 
. 1 
,---::; 
I" = },2 J;"3ede, 
1 
., 
T = ),2 J;33MJ. 
1 
(3.1) 
(3.2) 
(3.3) 
(3.4) 
(3.5) 
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Darin bedeuten naß den (nichtsymmetrischen) Längskrafttensor, maß den 
(nichtsymmetrischen) Momententensor, qIL den Querkraftvektor. Der Vektor la 
und das Skalar T sind anschaulich nicht ohne weiteres deutbar. Diese Größen 
treten in der üblichen Schalentheorie nicht auf. 
Der Längskrafttensor wird in seinen symmetrischen Teil 
n(aPJ = n(paJ 
und seinen antimetrischen Teil 
aufgespalten, so daß 
naß = n(aPJ + n[;xPl. 
Im Hinblick auf (2.12) und (2.13) ergibt sich mit (3.1) und (3.2) 
1 
4. Belastung 
+-
n("PJ = f~(aß) de, 
1 
-2 
(3.6) 
(3.8) 
(3.9) 
(3.10) 
Die an den Schalenlaibungen wirkenden Kräfte werden zu einer resultierenden 
Kraft p und einem resultierenden Moment c jeweils bezogen auf die Flächen-
einheit der ~Iittelfläche ersetzt. Wenn d! das Flächenelement der JIittelfläche 
und dF das Flächenelement der im Abstand z von der JIittelfläche yerlaufenden 
Fläche bezeichnen, so folgt aus den Randbedingungen an den Schalenlaibungen 
B ~ -+- ~ 
pd! = [t3 dF] ; 
8 = - 2" 
(-tl) 
1 
o~ 7-
cd! = [za X t3 dF] ~ 
f) = -!f 
(4.2) 
Der Belastungsvektor p und der }Iomentenvektor c werden durch Komponpn-
ten ausgedrückt: 
Lp = pQaQ + pa, (4.:l) 
(4.4) 
Werden in (4.1) und (4.2) die Beziehung (2.2) eingesptzt, (2.6) und (2.7) bcaehtpt 
und berücksichtigt, daß 
d! = L2 r;i' dei dez 
1 ,-
dF = ).L V g dei dez 
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so ergeben sich folgende Ausdrücke für die in (4.3) und (4.4) eingeführten Kom-
ponenten der Belastungsgrößen : 
(4.5) 
(4.6) 
1 
8 = +-
cQ = }.(@cr3e] ~ . 
0= -"2 
(4.7) 
Die Ausdrücke (4.5) bis (4.7) geben den Zusammenhang zwischen den auf die 
Schalenmittelfläche bezogenen Lastgrößen und den Randbedingungen an den 
Schalenlaibungen an. 
5. Gleichgewichtsbedingungen am Schalenelement (zweidimensional) 
Die dreidimensionalen Gleichgewichtsbedingungen am Volumenelement (2.15) 
1 b' und (2.16) werden bezüglich e über die Schalendicke, d. h. von e = - 2 IS 
1 
e = + 2 integriert. rnter Verwendung der Schnittgrößen (3.1) bis (3.3) und 
der Belastungsgrößen (4.5) und (4.6) ergibt sich 
naßl" - ~ q" + pß = 0, (5.1) 
n"ßbaß + q"[" + p = O. (5.2) 
Xun werden die Gleichungen (2.15) und (2.16) mit @ multipliziert und wiederum 
bezüglich e ,"on @ = - ~ bis e = + + integriert. Dies liefert mitBenutzung 
rl.pl' Schnittgrößen (:3.1) bis (3.;3) und der Belastungsgrößen (4.7) folgende Glei-
ehungen: 
maß!:!. - qfi + cß = 0, 
m"ßb"ß + /z!" + p - T = O. 
Die in (;3..t) neu auftretende Größe p bedeutet 
& = +..!c P = i.2[ea33] 2 
& = _..!c 
2 
(5.3) 
(5.4) 
(5.5) 
lind hängt.mit d~u Randhedingungen an den Schalenlaibungen bzw. den Be-
1,I"t\lng~gr()ßen \ne folgt zutiammen. 
fkz<'ichnd K die an d<'r Laihung e = + ~ angreifende 1.astgröße in ~Of1na· 
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lenrichtung und k den entsprechenden Wert an der Laibung e = - ~ , so gilt 
gemäß (4.6) 
und damit 
Ä. [0'33] 1 = K, 
o ~ +"2 
A [0'33] 1= k 
o ~ --
2 
p= K - k, 
p=; (K +k). 
Da es in der hier aufzustellenden Theorie unerheblich ist, wie die Belastung auf 
die beiden Laibungen der Schale sich verteilt, kann willkürlich gesetzt werden 
k- 0, 
so daß dann 
_ A. 
p= 2 P· (5.6) 
Aus (2.9) folgt noch die Beziehung 
f;\jin).f! - fApm"flb~ = 0, (5.7) 
die mit der Aussage, daß der Spannungstensor r"P = rPCI. symmetrisch ist, 
übereinstimmt und daher keine neue Gleichung liefert. 
Die Gleichungen (5.1) bis (5.4) sind zweidimensional. Die Koordinate 8 i~t mit 
Hilfe des Integrationsprozesses eliminiert worden. Die Gleichungen (5.1) bis 
(5.3) stellen die Gleichgewichtsbedingungen gegen Verschieben und Verdrehen 
des Schalenelementes dar. Die Gleichung (5.4) ist formal entstanden und hat 
keine anschauliche Bedeutung im üblichen Sinn, sie tritt in der bisherigen 
Schalentheorie nicht auf. Hingegen ist die Gleichung (5.7) bei allen Ableitungen 
der Schalentheorie zu finden. Sie behandelt das Gleichgewicht bezüglich Ver-
drehen um die Schalennormalen was aber bereits durch die Srmmetrie des 
Spannungstensors ausgedrückt wird, so daß diese Gleichung übe'rflüssig ist. 
6. Verformungszustand 
Es werde ein Punkt 1'1 der unverformten Schale betrachtet. Er liege im Abstand 
z von der )Iitte1fläche, so daß von dem Fußpunkt .lJ des Lotes ~'on A auf die 
:\Iittelfläche der rektor za mn ilI nach A führt (Abb. 2). Xach der Verformung 
~er Schale gehe A in X und JI in J-1 über. Der Vektor, der "lI mit Xl verbindet, 
Ist der Yerschiebungsvektor der :\fittelfläche, er \\~rde mit Lr bezeiehnet. De! 
\'erschiebungs\'ektor, der den \Veg des Punktes A nach A angibt, sei r. In .11 
werde der Vektor zu errichtet, wobei u den Xormalem'ektor der yerformten 
:\Iittelfläche angibt. Vom Endpunkt des Vektors zu zum Punkt X führt' dN 
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Vektor LW. Dieser Vektor gibt also an, in welchem Maße ein Punkt, der sich 
vor der Verformung im Abstand z auf einer Normalen zur ~Iittelfläche befunden 
hat, nach der Verformung von dem entsprechenden im Abstand z von der ver· 
formten Mittelfläche gelegenen Punkt entfernt hat. Wird wie in der üblichen 
Schalentheorie angenommen, daß Punkte, die vor der Verformung im Abstand 
z auf einer Schalennormalen liegen, auch nach der Verformung wiederum im 
Abstand z auf der entsprechenden Normalen der verformten Schale liegen (Ber. 
noullische Hypothese), so würde W = 0 sein. Es sei ausdrücklich hervorgeho.-
ben, daß von dieser Annahme im folgenden kein Gebrauch gemacht wird. 
Abb.~. \Terformungszustand 
Aus Bild 2 kann sofort abgelesen werden 
V=Lv+z(~-a)+LW. 
"jIit 
a = a + lC 
wird daraus bei Beachtung von (1.4) und (1.6) 
V= L(v + ABw + W). 
(6.1) 
(6.2) 
~arinFsinkd.t, und w Funktionen der Flächenkoordinaten Eh, B2, während W 
!'Ill!' un -tlOn aller drei Koordinaten Eh, O2 , Bist. 
Die in (6.2) auftretenden Vektoren werden durch ihre Komponenten dargestellt; 
v =v",o'" + wa, (6.3) 
W = lI·,ß", (6.4) 
(6.5) 
Es lüßt sich zeigen, daß die Beziehung 
11"", = -1I·. x - b~l'A (6.6) 
gilt. 
Für diP A~)leittmgen der FliiehenYektoren (6.:3) und (6.4) nach den Koordinaten 
prgelwn SIch folgendp Ausdrücke: 
(6.7) 
(6.8) 
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7 . Verzerrungszustand 
Der Verzerrungstensor wird durch den Verschiebungsvektor bestimmt. Es gilt 
1 
Yik = 2 {gi' Y,k'+ Yk' V,i}. (7.1) 
Wird darin (1.7) und (6.2) eingesetzt, ergeben sich folgende Ausdrücke 
L2 { .:t J.} Yap= ;2 fl"aA·Y,p+Pßa;..·V,,, (7.2) 
oder 
(7.3) 
mit 
I (7.4) 
(7.5) 
1 
= :2 (1Oai P + wpla - b~ vAlp - b~ vAl.> + :2b~ bApw) 
ßaP = ! {b~ a A 'W,p + b~ a" ·tC,,,,} (7.6) 
rJap = ~ {aa'W,p + ap·lV,.> - iJ9[b~ aA'w,p + b~ a;,,·W,aJ}· (7.7) 
Weiterhin ergibt sich für die übrigen Komponenten des Verzerrungstensors : 
_ 1 { .V..l- .r} Yaa -:2 y" ,3 I g3 'a' 
mit (1.7) und (6.2) wird 
Yaa = ~2 {p; a Q ' "',a + Ä.a· Ir,,,} (7.8) 
und schließlich 
ya3 = },L2a' r,a 
oder mit (6.2) 
(7.9) 
Es ist nicht verwunderlich, daßYa
3 
und yaa nur von dem :-erschieb~ng~vekto~ JJ' 
abhängen, da dieser gemäß (6.2) so eingeführt worden 1st, daß beI selDem "\ er· 
schwinden Ya3 und ya3 zu Null werden müssen. 
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8. Spannungs-Verzerrungsgleichungen 
Zwischen dem Spannungstensor r ik und dem Verzerrungstensor Yrs besteht 
nach dem HOOKEschen Gesetz folgender Zusammenhang für isotropen Werk· 
stoff : 
(8.1) 
worin E den Elastizitätsmodul und v die Querkontraktionsziffer bezeichnen. 
Aus (8.1) folgt 
EYap={(l + v)lJecr.IJ)'ß - vlJaplJe)'} re). - V1J331JaßT33, (8.2) 
EYrx3 = (1 + V)lJe,,1J33re3, (8.3) 
EY33 = 1J331J33 r 33 - v lJe)'1J33 Te?. (8.4) 
Die Beziehungen (8.2) bis (8.4) werden mit h gemäß (1.14) multipliziert. Bei 
Beachtung von (2.6) und (2.7) ergibt sich dann 
(8.5) 
mit 
worin 
(0) 1 + V 
A"ßA.ll = ~ (a"Aapp + a"pa),p) - vaapa).p' (8.7) 
(1) 1 + V 
A"p,,1' = --2-(a,,).bpp + a:zpb),p + 2b,,).a pp + 2bCXl'a),p) + (8.8) 
+ v(a:zpb,,1' + 2b"pa"p)' 
(2) 1 ...j.. V 
A"ßAI' = -t-(2ba"b pp + 2b".llb"p - b~ bQaallp - b~ be"a),p) + 
+ v(b~ bQ:za).11 - 2b"pb),p), 
(8.9) 
(3) 1 ...j.. V 
A"ßA/l = ~ (b~ bQ:J.bl'p + b~ bQ"bAp) -vb~ be"bAI'" (8.10) 
Weiterhin ist 
Eth*y;;., = A2L2(1 + V)1l (T3? 
rAa. , (8.11) 
Eth*Y33 = ).2L2{;.2(T33 - v/.leAae?}. (8.12) 
~s we~den nun in (tL"»), (S.ll) und (8.12) die Verzerrungsgrößen (7.3) (7.8) und 
( j .H) elIlgeführt: ' 
Eth* {'aß T }.fhc"ß + ).2{:)2ß }...j..." = A -{>" 
"ß I T:xß :xpe,,"- , 
Eth* {/.l~ aQ" "-,3 + ),a" W. } = A2 (1 +- v) 11 (J3? 
,a 'rAa' 
Eth* a" JJ",3 = ),3(T33 - VAIl -0). 
rQ"v' " 
In (S.l:l) ist gpsetzt 
(8.13) 
(8.14) 
(8.15) 
(8.16) 
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9. Grundlagen der ersten Approximation 
Alle bisher abgeleiteten Gleichungen sind exakt im Sinne der klassischen Elasti-
zitätstheorie (Theorie infinitesimaler Verformungen). Das weitere Ziel der 
Schalentheorie besteht darin, den Längskrafttensor naß und den Momenten-
tensor maß gemäß (3.1) bzw. (3.2) durch Verzerrungsgrößen auszudrücken, was 
auf Schwierigkeiten stößt, wie ein Blick auf (8.13) sofort ahnen läßt. Wird je-
doch !HIr eine erste Approximation angestrebt, so weist (8.13) den einzuschla-
genden Weg. Da die linke Seite dieser Gleichung als Reihenausdruck nach Po-
tenzen von ;.e beginnt und die Größe A
aPpA auf der rechten Seite gemäß (8.6) 
ebenfalls einen nach Potenzen von ;.e entwickelten Ausdruck darstellt, liegt es 
nahe, die Spannungsgrößen aik als Potenzreihen nacl1 Potenzen von ;.e anzu-
setzen: 
(0) (1) (2) 
aaß = aaß + ;.ea"p + ;'2e2aaß + ... 
(0) (1) (2) 
a(aß) = a(aß) + ;.ea(rx.ß) + ;'2e2a(xß) + ... 
(0) (1) (2) 
a"3 = aa3 + J..ea"3 + ).282(5"'3 + ... 
(0) (1) (2) 
a3a = (T3 a + J..ea3<z + ;'282a 3" + ... 
(0) (1) (2) 
a33 = (T33 + J..ea33 + ).2e2a33 + ... 
(9.1) 
(9.2) 
(9.3) 
(9.4) 
(9.5) 
(n) 
Darin sind alIeaik (n = 0, 1,2 ... ) Funktionen nur von 8 1,e2 , aber nicht von e. 
Aus (2.12) folgt mit (2.13) und (9.1), (9,2) für die ersten heiden Reihenglieder 
(0) (0) 
aaß = a(i1.ß), 
(1) (1) 1 (0) (0) 
a"ß = a(ajJ) + 2 (b~ aJ.jJ -lJi ai.") . I (9.6) 
Wird vorausgesetzt, daß die Reihen (9.1) bis (9.5) alle an kOllvergente Potenz- ~ 
r~ihen zu stellende Anforderungen erfüllen und daß für dünne Schalen ). -< 1, (9.7) 
so werden Approximationen möglich, indem die Reihenansätze nach einer end-
lichen Anzahl von Gliedern abgebrochen werden. llie Anzahl der beibehaltene~ 
Glieder bestimmt die Art der Approximation. Hier soll nur eine erste APP~OXl­
~ation weiter verfolgt werden. Auf die Möglichkeiten zu weiteren .-\,pproxlm~­
Üonen fortzuschreiten wird im Interesse der einfachen l}arstellung der TheOrIe 
'"on vornherein verzichtet. 
Die angesetzten Potenz reihen (9.1) bis (9.5) beschreiben die Verteilung der 
Spannungen über die Schalendicke. Dabei spielt in (9.1) hzw. (9.2) das für 
e = 0 übrigbleihende Glied <;iap eine besondere Rolle. Es kann nämlich der :I'all 
(r) 
pintreten, daß bei sonst maßgebenden Werten yona"P (r = 1,2,3, ... ) der Wprt 
(0) h '" 11· , I)j 
ron a~jJ in wesentlichen Bereichen der Schale Xull oder na ezu ~'u bt. es 
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würde bedeuten, daß die Spannungen in der .Mittelfläche der Schale bedeu-
tungslos sind, während die Spannungen in den übrigen Punkten der Schale 
durchaus wesentliche Werte annehmen können. Anschaulich ist dieser Fall ver-
ständlich. Die Schale ist vorwiegend auf Biegung beansprucht und die Längs-
kräfte n("-P) sind von untergeordneter Bedeutung. Dieser Fall wird als "dehnungs-
lose Verformung" bezeichnet, wobei es genauer heißen müßte "verzerrungs-
freie Verformung der :MitteIfläche". 
~eben diesen Überlegungen spielt für die Entwicklung der ersten Approxima-
tion die in (8.16) eingeführte Größe 
(9.8) 
eine entscheidende Rolle. Sie soll ebenfalls durch eine Reihe dargestellt werden. 
Die Bestimmung der ersten Glieder dieser Reihe stellt den nächsten Schritt der 
Untersuchung dar. 
Für den in (6.2) auftretenden Vektor W wird der Ansatz 
(1) (2) 
lV=8W+8zw+ ... (9.9) 
(1) (2) 
gemacht, worin lV, W usw. Funktionen nur von 8 1, 8 2 sind. Der Ansatz (9.9) 
berücksichtigt, daß für 8 = 0 der Vektor JJ' verschwinden muß, weil sonst in 
(6.2) der Vektor v nicht als Verschiebungs\-ektor der Punkte der :Mittelfläche 
erscheinen könnte, wie es sein muß. 
Es wird (9.9) in (7.7) eingesetzt und nur Glieder bis 8 berücksichtigt. Dies ergibt 
mit 
(1) 
'YJ:tß=81j,,-p 
Der Vektor W wird durch seine Komponenten ausgedrückt: 
(1) (1) (1) 
W= W-xa:t -+- Wa, 
nach 8:t differenziert 
(1), (I! (I) (1) (1) 
n,z = (HAI:< - b"",W) aA +(W,,, + b; We)a 
und in (9.11) l'ingeführt: 
(I) 1 (1) (1) (1) 
'1:tß = '2 {W,,:p -+- lVßi.x - 2b"fl W}. 
~ht Hilfe yon (9.9) unr! (H.l:2) folgt aus (7.8) und (7.9) 
(t) 
Ji "-3 = Li Wa + '" 
(1) 
{'33 = }.V W -t- ... 
(9.10) 
(9.11) 
(9.12) 
(9.13) 
(9.14) 
(9.15) 
(9.16) 
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In (8.11) und (8.12) werden eingesetzt (9.15), (9.16), die Reihenansätze (9.4), 
(9.5), ferner (1.13) und (1.15) beachtet und ein Koeffizientenyergleich bezüglich 
e durchgeführt. Die Berechnung des jeweils ersten Gliedes ergibt 
(1) (0) 
EtW" = A2(1 + v)a",,,(j3\ 
(1) (0) (0) 
Et TI' = A3(j33 - v Äae"a2i. • 
Damit wird aus (9.14) 
(1) A2 (0) (0) (0) (0) 
gtTJ"-!i = 2 (1 + y){0"3aIß + a3pl,,} - b"p{A3a33 - vlan· 
(0) 
(9.17) 
(9.18) 
(9.19) 
Xun muß Klarheit über die in (9.19) auftretende Größe (j33 gewonnen werden. 
Zu diesem Zweck wird in (3.5) der Reihenansatz (9.5) eingesetzt und die Inte-
gration ausgeführt. In erster Näherung folgt 
(0) 
T = Ä2a33. 
In entsprechender Weise findet sich aus (3.4) mit (9.3) 
l3 (1) 
1"=120-'3. 
(9.20) 
(9.21) 
Diese beiden Ergebnisse werden in die Gleichung (5.4) eingesetzt und gleich 
noch (3.2) durch (9.1) ausgedrückt und (.3.6) berücksichtigt. In erster Xäherung 
i~ . 
(9.22) 
(1) 
Schließlich ist noch (j33 zu bestimmen. Dazu wird yon (2.16) ausgegangen und 
die Reihen (9.1), (9.3), (9.5) eingesetzt. Ein Koeffizientenvergleich bezüglich e 
ergiht: 
(1) (0) (0) I (9.:?3) 
;.a33 = -bg"d!)' + Äa"3!". c -
Xun sind alle Yoraussetzungen getroffen, um tpzp in der gewüns.chten 'Weise 
auszudrücken. Wird in (9.8) berücksichtigt (9.10), (9.19), (9 .. 5) ffi1t (9.22) und 
(9.23) sowie (1.1.5) und (1.12) heachtet, ergibt sich eine Reihe der Form 
(1) (2) 
tpIP = ltpzp + ;·2tp"'fI 
(~1.24) 
mit 
(1) V (0) 
lj!:xß = 2 a:XflP + vebaIP~' 
b 0'<' L) (j3 - a3. - va'ßbg"d! f . lj!"ß = 12 a"fI 2,\0"- -t- u ~ a,p' ß:x • (~) y (1) {1 ~ v ~(O) (0) J (0) 21 
Her~cksichtigung yon (9.24) in (8.13) ergibt bei B.~achtun~ yon (1.~.~) urJ(~}S.~) 
SOWIe (!U) die erste .-\pproximation, wenn alle GlIeder, dIe den Faktor A nut 
r > 1 tragen, vernachlässigt werden. Der so gewonnene Ausdruck lautet: 
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(0) (0) 
Et{xaß + ;.e(wxß + b~ xxp)} = A"PQ,(a0i 
(0) (1) (1) (0) (01 
--L- ;.e (A"'PQ,(aQi. + Act.PQ/ . .t:rei. - Yb"fla~) . 
Jetzt lassen sich alle Gleichungen angeben, die der ersten Approximation ge-
nügen. was im folgenden im einzelnen durchgeführt wird. 
10. Membrantheorie 
Es ,>ird angenommen, daß 
(0) 
act.fl * 0, (10.1) 
Im, nicht ausschließt, daß in gewissen Bereichen der Schale, die relatiY zum 
(0) 
gesamten betrachteten Bereich klein sind, der "Vert yon a(1.ß ~nll oder nahezu 
Xull ,;ein kann. 
Ist i. hinreichend klein, bietet sich als Approximation an, in (H. I) nur das er~te 
U1ied beizubehalten: 
. lu:; (3. I) folgt dann 
(0) 
aaß =a"fl . 
(I) 
n:xfJ =a"P 
( 11).2) 
( 10.:3) 
und der }Iomententen~or m:xP ist zu yernachlä'isigen. Der durch (10.2) heschrie-
bene Spannungszu,tand heißt }[emhranspannungszu,;tand. 
:\lit gleicher Xälwrung ergibt (H.2ii) 
(0) (U) 
Eh"ß = A,,/lQ,\aQi. (10.4) 
(0) 
rr:Xß = DHaßQ}, 'Q,\ (10.5) 
Illi t 
J)=~ 
1 - y2 
(10.6) 
fl :x/lgi. = ~ {a'" a;ig ~ a"g aß!. -T- l' (I':X;' fPe --'- I':xg eJli.)} . (10.7) 
Damit wird (w.a) zu 
1/,,;1 =~ n(::tPI = DH::tPei.'-g". (10.8) 
Die \'ern~ehlii~~igllng d€',.; :\Iomententetl:,or m"P führt die Gleichgewichtsbedin-
!!Ullgf'n (.d) und (.i.2) übf'f in 
l/"II :x, pP = 0, 
lI" fi b'fi ''''- P = o. } (10.9) 
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Dies System von Gleichungen ist vollständig und ermöglicht die Bestimmung 
des hier symmetrischen Tensors n:zfJ . Es müssen jedoch bezüglich der erfüllbaren 
Randbedingungen Einschränkungen in Kauf genommen werden. Die Membran-
theorie stellt daher einen Ausnahmefall der Schalentheorie dar, bei dem unter 
ge\vissen Voraussetzungen auf die Ermittlung des )Iomententensors maß ver-
zichtet werden kann. 
ll. Dehnungslose Verformungen 
Es wird angenommen, daß 
(0) 
aaß = 0 
, . 
(11.1) 
oder nahezu Null ist, abgesehen von gewissen Bereichen, die relativ zum gesam-
ten betrachteten Schalenbereich klein sind. Berücksichtigung von (11.1) in 
(9.25) liefert 
"'aß = 0, (11.2) 
(0) (1) 
Waß = A afJe;..(1l!Ä. (11.3) 
Aus (11.2) ist ersichtlich, daß die Mittelfläche keine Verzerrungen erleidet. Die 
Gleichgewichtsbedingungen für die hier betrachteten dehnungslosen Verfor-
mungen sind durch (5.1), (5.2) und (5.3) gegeben. )Iit (3.8) lauten sie 
nafJla - b'~qa + pß = 0, 
n(afJ) b:xp + q:Zi", + p = 0, 
maß!" - qfJ + cfJ = 0, 
worin berücksi.chtigt ist, daß 
b:xfJn[aßl = O. 
Aus (3.2) errechnet sich mit (11.3) 
mafJ = BH:xPgi. OJQ;'" 
worin 
B = 12(1 _ )12) 
Ulld gemäß (7..'» mit (6.6) 
- ~ {w:. ß -+- wifJ -i-- (bi·v,):p + (b~~';..) :x -i- b~ t'Aft 
'2 :,2 , i Cl' ,1. 1\ ! 1 
+ b~t""a - 2b~bAft/C} 
Wird noch (3.10) 
lind (3.8) 
(11A) 
(11.5) 
(11.6) 
(11.7) 
(11.8) 
( 11.!l) 
(11.10) 
(11.11) 
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hinzugenommen, so bilden (11.2), (11.4) bis (11.6), (11.7), (11.9) und (11.10) ein 
yollständiges System yon Gleichungen zur Bestimmung von n:tP, map, v"" w. 
Es "'erde bemerkt, daß für nap eine (11.7) entsprechende Gleichung nicht vor-
kommt. Dies \\ird verständlich, wenn (11.1) in (9.2) eingeführt und dann (3.1) 
berechnet "ird. Es ist 
}.2(2) 
n(~fJ) = _a(aß). 
12 -
(11.12) 
wenn in tbereinstimmung mit (9.7) nur das erste auftretende Glied der Reihe 
(2) 
beibehalten worden ist. Da die erste Approximation nicht ausreicht, a(a{J) zu be-
stimmen, läßt sich mithin n(:tP) nicht aus (11.12) berechnen. 
12. Biegetheorie 
Es werde die Annahme (10.1), daß 
(0) 
a"-P =F 0 (12.1) 
ist, beibehalten. Im Gegensatz zur ~lembrantheorie werden jetzt aber in den 
Reihen (9.1) bzw. (9.2) alle Glieder bis einschließlich;' beibehalten, d. h. es sind 
alle Glieder wrnachlässigt. bei denen ;'r mit r > 1 als Faktor auftritt, so daß 
(0) (1) 
a"ß = aaß + ;.Ba:tP. 
(0) (1) 
a("-P) = a("-P) + ;'8a(a!l). 
Dies in (:3.9) und (:3.2) eingeführt, ergibt 
Da gemiiß (:3,.,,) und (:3.10) 
(0) 
n("-P) =a("Pl. 
~2 (1) 
m:tP=~a"fJ 12 . 
1 
)I:tp = n("-P) + - (b: mAP - !I. mit:<) 2 I. I. 
,,-ir'! mit (12.4) unri (12.;";) bei Beachtung der eingeführten Näherung 
(12.2) 
(12.:!) 
(12.4) 
(12.5) 
n"ß = n(ap). (12.6) 
l)<2r c\u~druek (\1.25) Hißt sieh weiter wreinfachen wenn die Schale flach ist. 
Für flache ~ehalen. deren Belastung vOf\\iegend no~mal zur )'Iittelfläche wirkt. 
gilt 
Darin hedputet 
L 
E = - < 1 ,·2 R . ,c 1, 
(12.7) 
(12.8) 
(12.9) 
(12.10) 
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worin L wie bisher eine charakteristische Längenabmessung und R den klein-
sten Krümmungsradius angibt . 
.\fit (12.9) folgt aus (9.25) 
(0) (0) 
Etx,,-p = AapQAae\. 
(0) (1) 
EtOJ :xp= A"PQAaeA .. 
(12.11) 
(12.12) 
Für flache Schalen kann weiterhin angenommen werden, daß sich der Krüm-
mungstensor b'ß nur wenig ändert, so daß 
( 12.1:J) 
Damit gilt gemäß (7.5) mit (6.6) 
1 ( : ') b)' bÄ • 'b" b . w::t.jJ = - 2 wl::t.jJ + wlp:% - "vAlp - ßV"!a T '" AjJU (12.14) 
~lit (7.4) kann geschrieben werden 
1 )' ( . ') 
w::t.jJ = - 2 (wi:XjJ + wlPa) - b;XAP - bßXAX - b~bAjJ + 2b'ßbAa W 
oder, wenn (12.9) und (12.8) mit (10.10) berücksichtigt wird. 
(12.15) 
Aus (12.10) folgt weiterhin, daß bei zNeimaliger kovarianter Ableitung die In-
dizes vertauschbar sind. Um dies einzusehen, werde die zweimalige koyariante 
-\bleitung eines Tensors BQ betrachtet, für die gilt 
BQ!A! - Bei/lA = R'.QAf/B::t.' 
worin 
R~' (bI b2 b1 b2) ::t.ß 
.QA" = I 2 - 2 1 ape f fA/I' 
\lit (12.8) und (12.10) folgt dann 
BeI A.'< = Bei/lA 
und dementsprechend 
so daß 
W:zp= -1l'I::t.jJ· 
.\u~ (12.4) und (12.5) folgt mit (12.6), (12.11) und (12.12) 
n::t.fJ = T/(ap) = DH:r.PQA XQA • 
m:ZP = mß:x = _BHaPeA ll':Q),' 
worin 
1:0,2 
B = 12(1 _ )/2) 
(12.16) 
(12.17) 
(12.1:--) 
112.IH) 
(12.20) 
(12.21) 
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Die Größen D und HajJeA sind bereits in (10.6) und (10.7) angegeben. 
Die Gleichgewichtsbedingungen (5.1) vereinfacht sich jetzt mit der gleichen 
Art der ~äherung und pß = 0 zu 
naß[ = O. (1:2.:22) 
a ' 
während die übrigen Gleichgewichtsbedingungen unverändert bleiben: 
n"ßbaß + qa[" + p = 0, (12.23) 
maß!" - qß = 0, (12.:2J) 
"'enn cf = 0 gesetzt wird. 
Die Gleichge"ichtsbedingungen (1.2.2:2) bis (12 . .2J) stellen Zll:-;ammen mit den 
Gleichungen (12.19) und (12.20) das vollständige System von Gleichungen zur 
Ermittlung des Spannungs- und Yerformungszustandes der flachen Schalen 
dar. 
_lußer den flachen Schalen kommt im Rahmen der Hiegetheorie dem Randstö-
rungsproblem besondere Bedeutung zu. Das Randstörungsproblem tritt auf, 
wenn die Schale keine Flächenlasten trägt, sondern nur an ihren Rändern 
Kräfte oder ~fomente angreifen. Der Spannungszustand ist dadurch gekenn-
zeichnet, daß die von den Rändern ausgehenden vVirkungcn in Richtung nor-
mal zu den Rändern verlaufender geodätischer l_inien schnell ahklingen, also 
nur eine schmale Zone im Bereich der Ränder beansprucht wird. Dico3e schmale 
Zone verhält sich bezüglich der abklingenden Spannungen wie eine flach!.' 
Schale (Abb. 3). Wenn in den dazu rechtwinkligen Richtungen die geometrischen 
Voraussetzungen der flachen Schalen nicht erfüllt sind, kÖnnen die zugeordne-
ten Komponenten des }Iomententensors maß nur unbedeutende 'Yerte anneh-
men wie in der ~Iembrantheorie und daher vernachlässigt werden. Das Rand-
störungsproblem wird demgemäß von den gleichen Gleichungen beherrscht wi!.' 
die flachen Schalen. 
Die Biegetheorie llmfaßt mithin die flachen Schalen und das Randstörungs-
prohlem. 
Membranzustand 
R 
. .\lJh.;L Herl'idt der Rand.:itürungen 
al,. flache S{'hale 
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13. Allgemeine Schalengleichungen 
Au~ den bisher abgeleiteten Gleichungen lassen sich durch entsprechende Zu-
~ammenfassung allgemeine Schalengleichungen aufstellen, die dann die :Mem-
brantheorie, die dehnungslosen Verformungen. die flachen Schalen und die 
Randstörungen als Sonderfälle enthalten. 
Die Uleichge\~ichtsbedingungen sind (.3.1), (.5.2) und (5.3) zu entnehm'O'n. :Uit 
cß = 0 lauten sie 
nXß1" - b~qx T pP = 0, 
nXßb"ß + q"'!" + p = O. 
m:xß:" - qß = O. 
} (13.1 ) 
(13.2) 
Die Spannungs-Yerzerrungsgleichungen folgen au~ (lO.R), (11.7) und (3.8) mit 
(:tto) 
mit 
UI Xß 1 ')' ) - -:) (u·'I"ß -t- wip:.< + (b~ vAß -;- (b~1"Ax" 
, bÄ ' + bAt· I 9b b tt· T x VAlp pA!:.< - - " Aß . 
(13.3) 
(13.4) 
(13 .. ") 
(13.6) 
[)iese Weichungen sind zu ergänzen durch die Randbedingungen an den Hiill-
dern der Schale. worauf hier jedoch nicht eingegangen werden soll. 
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